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Resume : Nous demontrons pour la forme compacte a l'infini du groupe unitaire 
a trois variables attache a une extension CM un resultat d'augmentation du niveau 



analogue a celui obtenu par Taylor ( |Tay| ) dans le cas de GL2. Nous donnons une 
application aux representations automorphes non temperees. 

Abstract : We prove, for the unitary group in three variables attached to a CM 
extension which is compact at infinity, a level-raising theorem analogous to the one of 
CO ! Taylor (|Tay|) in the case of GL2. We give an application to non tempered automorphic 

I/-) ' forms. 
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1. Introduction 
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Soit E/F une extension CM, et G = U(3) le groupe unitaire a trois variables sur F 
attache a E qui est compact a toutes les places a l'infini (cf. I2.2j) . Pour toute place finie 
v de F, on note F v le complete de F en v et G v = G(F V ). 

Soient K = \\ v place finie de F K v un sous-groupe compact ouvert de G(Apj) (le niveau), 
S Pensemble fini des places v ou K v n'est pas un sous-groupe compact maximal hy- 
perspecial, J une representation complexe lisse irreductible de Il^eE ^ ^VP e )i e ^ P 
une representation complexe continue irreductible de G(Ap t00 ) (le poids). Pour tout en- 
semble fini £' de places de F contenant S, soit Tip' l'algebre de Hecke ^(Il^s' ^« > IId^e' 
Soient vo S une place finie de F inerte dans E, q le cardinal du corps residuel 
de F Vo , B V[) un sous-groupe d'lwahori de K VQ , B = B Vo Y[ v ^ vo K v et T Vo G Tt(G Vo ,K Vo ) 
l'operateur de Hecke standard en v$. 

Nous notons Sk,j, p ,c (resp. Sb,j, p ,c) l'espace vectoriel complexe des formes automor- 
phes pour G de niveau K (resp. B), type J et poids p, et Ob,j, p ,c (resp. Nb,j, p ,c) le 
sous-espace de Sb,j, p ,c des formes anciennes (resp. nouvelles) en vo (cf. 15.1.21 et 15.3.6)) . 
Ces espaces sont munis d'une action naturelle de 7Y S . En particulier, on dispose d'une 
decomposition en sous-espaces propres generalises (cf. 12.41) 

(1) Sk,J, p ,C = ®r}SK,J, P ,c(ll): 

1 



2 



JOEL BELLAICHE ET PHILIPPE GRAFTIEAUX 



ou rj decrit un ensemble fini de caracteres complexes de H , ainsi que d'une decomposition 
analogue de Ob,j, p ,c- 

II existe un corps de nombres L C C et un ensemble fini S de place de L (L et S ne 
dependant que de (K, J, p) et pas de vq) tels que pour toute place finie fide L hors de S, 
l'espace S B ,J, P ,C (resp. O b ,j, p ,c, Nb,j, p ,c) admette un modele S B ,j, P ,o p (resp. O b ,j, p ,o^, 
Nb,j, p ,o^) sur O^, stable sous Taction de 7^ Sm , ou E m designe la reunion de £ et des 
places finies v de F de caracteristique residuelle distincte de celle de fi, et l'anneau 
des entiers du complete L M de L en \i. Les caracteres n intervenant en Q sont alors a 
valeurs dans O m et on a une decomposition Ob,j, p ,o p = ®t]Ob,j, p ,Ou(v)- 

Theoreme 1. Soient ip un caractere de Tip tel que SV.j^cW e st non nul et fi une place 
de L. Supposons que jjL est premiere a vq et que A := ift(T Vo ) € verifie A ^ q{q 3 + 1). 
Notons c le plus petit entier verifiant 

c > val At (A - q(q 3 + l))/2. 

II existe alors une congruence 1 modulo p c entre Ob^,/}^^^) Nb : j,p,e> M dans Sb^j^^o^- 

Nous renvoyons le lecteur au theoreme l5.4.1l et au paragraphe l5.4.2l pour des complements 
a cet enonce. 

Le cas c = 1 du theoreme Q combine avec le fameux lemme de Deligne-Serre, donne 
en particulier le resultat suivant. 

Corollaire 2. Soient ir une representation automorphe pour G, de dimension infinie et 
non ramifiee en vq, et A la valeur propre de T VQ sur ir VQ . II existe un corps de nombres 
L et un ensemble finie de place S de L (ne dependant que de it) tel que si [i S est une 
place finie de L verifiant 

A = q(q 3 + 1) (mod p), 
alors il existe une representation automorphe ir' , de meme poids et de mime niveau hors 
vq que tv, verifiant tt V q° ^ mais tt vo v ° = et qui est congrue 2 a tt modulo p. De plus, 
si tt contient un certain type hors vq, on peut aussi supposer qu'il en va de meme pour 
vr'. 

Ce corollaire generalise |Clo| theoreme 2.4], qui traite le cas 3 ou le poids de tt et le 
type considere sont triviaux, et qui surtout suppose que /i est une place banale pour 
G V0 , i.e. (q - l)(q 3 + 1) # (mod fj). Dans jBeTTl Theoreme VII. 1.4.6], Fhypothese de 
banalite de \i avait ete affaiblie en une hypothese de normalite (q 3 + 1) ^ (mod /i). 

La methode que nous utilisons pour prouver le theoreme n'est pas la meme que celle 
de |Cloj (ou de |Bellj ) basee sur les proprietes du module universel et sur un argument 
de densite, inspire de Serre, jouant le role du lemme d'lhara. II semble aux auteurs que 
cette methode ne peut permettre de lever l'hypothese de normalite de /jl, ni d'obtenir 
des congruences modulo [i c avec c > 1 . Notre methode se rapproche au contraire de celle 
de |Tay| , avec quelques differences importantes. La principale est que le lemme d'lhara 
( |Tayl lemme 4]) est faux pour G = U(3) en caracteristique non normale, meme pour des 

1 i.e. il existe / G Ob,j,p,o„{4<), 9 £ N B ,j, P ,o„, avec f-g€ n c S b ,j, p ,o^, f £ ^S B ,.i, P ,o p ,- 
2 i.e. les polynomes caracteristiques des matrices de Hecke de 7r et de ir' en toute place non ramifiee 
sont a coefficients dans L et congrus modulo fi 

3 A vrai dire, Clozel enonce son theoreme pour la forme quasi-deployee du groupe unitaire G. Mais 
c'est bien le theoreme analogue pour le groupe compact qui est prouve, et Clozel en deduit son enonce 
pour la forme quasi-deployee par un argument de transfert entre les formes interieures. 
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formes de poids trivial. Nous devons en quelque sorte majorer son defaut (lemme lK.4.5JI . 
a l'aide d'une etude combinatoire d'operateurs entres espaces de fonctions sur l'arbre 
bihomogene attache a G vo (lemmeEHHHJ). Le fait de traiter des poids quelconques, qui ne 
sont pas necessairement auto-duaux au caractere central pres comme dans la situation 



de |Tay| , necessite aussi quelques arguments supplementaires. 

Notons enfin que le theoreme^et son corollaire restent valables, avec la meme preuve, 
pour n'importe quel groupe algebrique connexe G sur F, compact aux places a l'infini 
et de rang un en la place vq de F. II suffit de remplacer dans l'enonce du theoreme et 
de son corollaire q(q 3 + 1) par q d {q d + 1), ou q d + 1 et q d + 1 sont les valences de l'arbre 
de Bruhat-Tits 4 de G VQ , avec d! < d. 

Revenons au cas G = U(3). A l'aide de la representation galoisienne attachee par 
Blasius et Rogawski a une representation automorphe it de G, on peut montrer qu'il 
existe une infinite de places vq ou l'on peut augmenter le niveau de ix. Plus precisement : 



Theoreme 3. Gardons les notations du theoreme Q Pour tout entier n, il existe un 
ensemble de densite non nulle de places v de F inertes dans E telles que ip{T v ) = 
q(q 3 + 1) (mod /x n ) et q + 1 = (mod fjL n ). 

En combinant les theoremes ^ et El on obtient que les reductions modulo fj, n du 
caractere ip apparaissent dans des espaces de formes nouvelles pour presque tout [i et 
pour n arbitrairement grand. A cause de l'hypothese de banalite, Clozel ne pouvait 
demontrer un tel resultat (avec n = 1) que sous une hypothese de surjectivite de la 
representation galoisienne attachee a ip modulo \x. 

Comme application arithmetique du theoreme on obtient que toute representation 
endoscopique non temperee de G est congrue en presque toute place a une representation 
temperee (voir le theoreme I6.4.2[) . Les congruences entre formes endoscopiques non 
temperees et formes temperees ont une signification arithmetique importante, en ce 
qu'elles traduisent et permettent de montrer des cas des conjectures de Bloch-Kato. 
Dans ce but, une version plus faible du theoreme precedent, valable seulement pour un 
ensemble de densite non nulle de places, etait obtenue par une augmentation du niveau 
en une place decomposee dans [Belli chapitre VIII], par Putilisation de families Z-adiques 
de representations automorphes dans |Bel-Chej . Obtenir ce resultat pour presque toute 
place etait une des motivations initiales de ce travail. 

Dans un article en preparation, nous montrons comment on peut utiliser le theoreme^ 
pour montrer en toute place la compatibilite (a semi-simplification pres) de la construc- 
tion de Blasius- Rogawski ( |Bla-Rog| ) d'une representation galoisienne attachee a une 
representation automorphe pour G avec la correspondance de Langlands locale (com- 
patibilite qui n'est connue jusqu'a present que pour les places non ramifiees, ou bien en 
toute place si l'on suppose que la representation automorphe a son changement de base 
a E de car re integrable en au moins une place finie, d'apres les travaux de Harris et 
Taylor JH^T]) 

Remerciements : Les auteurs remercient chaleureusement Laurent Clozel et Gaetan 
Chenevier pour de nombreuses et eclairantes conversations. 



4 Rappelons ( jTitp que cet arbre est soit homogene, soit bihomogene. On ramene le premier cas au 
second en introduisant un sommet au milieu de chaque arete, ce qui revient a poser d! = 0. 
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2. Notations 

Sauf mention explicite du contraire, tous les anneaux ou algebres considered sont 
commutatifs et unitaires. 

2.1. Corps. Dans tout Particle, E/F designe une extension CM, Of (resp. Of) l'an- 
neau des entiers de E (resp. F), et c l'element non trivial de Gal (E/F). On fixe une 
cloture algebrique E de E. Pour toute representation p de Gal(E/E), on note p c la 
representation g i-> p^gj^ 1 ), ou 7 est un releve de c dans Gal (E/F) ; la representation 
p c ne depend du choix de 7 qu'a isomorphisme pres. 

La lettre i> (resp. w), eventuellement munie d'indices, designe une place finie de F 
(resp. de E) ; on note F v (resp. E w ) le complete de F en u (resp. de Eenw), d'anneau 
d'entiers O v (resp. O w ). La lettre a designe une place archimcdienne de F, ce que Ton 
note <t|oo. 

On note A^ (resp. Apj, A^ i00 ) l'anneau des adeles de F (resp. les sous-anneaux des 
adeles triviaux a l'infini, aux places finies). 

La lettre L designe un sous-corps de C, dont les places sont designees par la lettre p. 
On note Lq le corps L n R et L M le complete de L en p, d'anneau d'entiers O^. 

2.2. Groupe unitaire. On note G l'unique groupe unitaire a trois variables sur F, 
compact a l'infini associe a l'extension E/F, qu'on peut definir ainsi : pour toute F- 
algebre R, on pose G(R) = {g € GL n (E®F R), c(g)g = 1}. On note encore G le modele 
de G sur Of obtenu en posant G(R) = {g G GL n (0£ ®o F R), c(g)g = 1} pour toute 
Oi?-algebre R. 

Pour toute place finie v de F, on note G v le groupe G(F V ) et Z v son centre. 

2.3. Applications lineaires localement finies. Soit R un anneau. Pour tout ensem- 
ble X, on note C(X,R) (resp. CC(X,R)) le i?-module des fonctions sur X a valeurs 
dans R (resp. nulles en dehors d'un sous-ensemble fini de X). Nous munissons R de la 
topologie discrete et C(X,R) de la topologie produit, de sorte que CC(X,R) est dense 
dans C(X, R). Pour tout x £ X, on note la fonction caracteristique de {x} C X. 

Si J et 7 sont deux ensembles, on dit qu'une application lineaire U : C(X,R) — > 
C(y, i?) est localement finie si elle est continue et prolonge une application lineaire 
CC(X,R) — > CC(y, i?). Ceci equivaut a dire que la famille t/(5 a; )a;GA' est a valeurs dans 
CC(Y, R) et determine 17. 

Si U : C(X, i?) — > C(Y,R) est une application lineaire localement finie, on definit sa 
transposee U* : C(Y,k) — > C(X, A;) comme l'application lineaire localement finie definie 
par U*(6 y ) = YlxexU(8x)(y)$x pour tout y £Y. L'application £7* est l'adjoint de U 
pour les produit naturels de C(X, R) et C(y, R) et on a l'egalite (U*)* = U. 

2.4. Espaces propres generalises. Soit R un anneau, M un i?-module et 7i un an- 
neau agissant sur M par i?-endomorphismes. 

Pour tout caractere rj deTC k valeurs dans R, on definit le sous-espace propre generalise 
M(n) de M pour n comme le sous-module des vecteurs m de M tels que pour tout 
T £ Ti, il existe n > verifiant l'egalite (T — n(T)) n (m) = 0. Si R est un corps et 
M est de dimension finie, il existe une extension finie R' de R et une decomposition 
M <g> R' = (B V (M (g) R')(rj), ou 77 decrit une famille finie de caracteres de H a valeurs 
dans Ti'. 
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3. Preliminaires LOCAUX 

Dans toute cette partie (sauf en 13. 8|) . on fixe une place finie v de F inerte dans E. 
On note w la place de E au dessus de v et q le cardinal residuel du corps F v , complete 
de F en v. Le groupe G(F V ) est alors l'unique groupe unitaire a trois variables sur F v 
qui se deploie sur E w . 

Pour ne pas alourdir les notations, et dans cette partie uniquement, on note simp le- 
nient G le groupe G v = G(F V ), et Z le centre de G, qui est compact. 

3.1. Arbre. Soit X Pimmeuble de Bruhat-Tits de G. D'apres [Ti£] ou |Cno| 1.4], c'est 
un arbre, et l'on a une decomposition de l'ensemble de ses sommets en deux parties 
X \\ X', tout sommet de X (resp. X') ag 3 + l (resp. q + 1) voisins qui sont tous dans 
X' (resp. X). Les points de X sont les points hyperspeciaux au sens de jTit j . ceux de 
X sont les points speciaux qui ne sont pas hyperspeciaux. On designe par A l'ensemble 
des aretes (non orientees) de X. 

L'arbre X est muni d'une action par automorphisme de G, le centre Z agissant par 
l'identite. L'action de G sur X (resp. X') est transitive et le stabilisateur d'un sommet 
x agit encore transitivement sur l'ensemble des sommets de X a distance n de x ( |Chol 
1.4, 1.5]), et done sur l'ensemble des elements de A d'origine x. 

3.2. Sous-groupes compacts. 

3.2.1. Compacts maximaux. D'apres |B-T| . un sous-groupe compact maximal de G fixe 
un sommet de X et un seul, ce qui definit une bijection entre l'ensemble des compacts 
maximaux de G et J[] J'. II y a done deux classes de conjugaisons de sous-groupes 
compacts maximaux de G, ceux qui fixent un sommet de X, qu'on appelle hyperspeciaux, 
et ceux qui fixent un sommet de X', qu'on appelle speciaux. 

On suppose desormais donne O £ X (resp. O' € X'). On note K (resp K') le sous- 
groupe compact maximal de G qui fixe O (resp O'), de sorte que l'on a les identifications 
canoniques X = G/K = K\G (resp. X' = G/K' = K'\G), la seconde etant induite par 
l'application inverse de G. 

3.2.2. Sous-groupe d'lwahori. On suppose aussi que O et O 1 sont voisins. Le stabilisateur 
B = K n K' de l'arete (0,0') est un sous-groupe d'lwahori de G et, par 13. 1[ on a 
Identification canonique G/B = A. 

3.3. Algebres de Hecke. 

3.3.1. Algebre de Hecke spherique. On note Ti Palgebre de convolution (pour la mesure 
de Haar [Ik de volume 1 sur K) des fonctions sur G a valeurs dans Z, a support compact, 
bi-X-invariantes 

H = CC(K\G/K,Z). 

Soit T la fonction caracteristique dans CC(G/K,Z) = CC{X,'L) de l'ensemble des 
sommets a distance 2 de O. On a T £ Ti et les proprietes de transitivite de l3.1l impliquent 
Pegalite H = Z[T\. 
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3.3.2. Algebre de Hecke-Iwahori. On appelle algebre de Hecke-Iwahori le Z-module muni 
du produit de convolution 

H(G, B) = CC{B\G/B, Z) = CC(B\A, Z). 

Soit a € CC(B\A, Z) (resp. a') la caracteristique de l'ensemble des elements de A d'o- 
rigine O (resp. O') et distincts de (0,0'). On definit Tb € TL{G,B) par la formule 

Tb := —a'a — aa — (q 3 — l)a — (q — l)a — q 3 (q — 1). 

On verifie aisement que a et a' engendrent la C-algebre H(G, B) <g) C et que Tb est dans 
le centre de TC(G, B). 

Remarque. En fait, Tb en est meme un generateur (sur C), mais nous n'utiliserons pas 
ce fait. Ceci, ainsi que le lemme l3\5.3l (vi). est d'ailleurs un petit fragment de la theorie 
du centre de Bernstein ( |Ber j ) . 

3.4. Combinatoire des formes anciennes. 

3.4.1. Dans CC(X, Z), soit U\ la fonction caracteristique de O, et Ui la fonction car- 
acteristique de l'ensemble des voisins de O' distincts de O. II est clair que U\ et U2 sont 
5-invariantes, i.e. appartiennent a CC(B\X,7 J ) = CC(B\G/K,7 J ), qui est canonique- 
ment muni d'une structure de W-module par convolution a droite. 

Proposition 3.4.2. Le H (g> z C-module CC(B\X, C) est libre de base (U 1} U 2 ). 

Demonstration - D'apres |Lazl prop. 7.2.4], le module CC(B\X, C) est libre de rang 2 
sur H (g)C. Pour conclure que {U\, U2) est une base, il suffit de prouver que cette famine 
est generatrice, ce qui se verifie apres passage au quotient par tous les ideaux maximaux 
de TttgiC = C[T\. Autrement dit, il suffit de montrer que pour tout A <G C, (Ui, U2) est une 
base, c'est-a-dire une famille libre, du C-espace vectoriel [CC(X, C)/(T — X)CC(X, C)] B 
qui est de dimension 2. Or, Pegalite X1U1 + X2U2 = (T — A)/, avec Ai,A2 G C et 
/ G CC(X, C) implique Ai = A2 = par un argument de support. □ 

Remarque. Dans |Bell| IV. 4. 8. 2], cette proposition est demontree plus generalement 
en remplagant C par un anneau quelconque. 

Lemme 3.4.3. Si Von voit U\ et U2 comme des fonctions de CC(K\G/B, Z) = CC(K\A, Z) ; 
Alors U\ est la fonction caracteristique de l'ensemble des aretes passant par O, et U2 
est l'ensemble des aretes passant par un voisin de O, mais pas par O. 

Demonstration — C'est un calcul evident. □ 

3.5. Operateurs et relations. Soit R un anneau commutatif. Les fonctions a sup- 
port fini T £ H, Tb & H(G,B), U\,U2 G CC{K\G/B,'L) induisent par convolution a 
droite des operateurs localement finis G-equivariants a gauche entres les espaces C(X, R), 
C(X' , R) et C(X' , R) que l'on note par les memes lettres. Le lemme suivant est une tra- 
duction immediate des definitions. 
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Lemme 3.5.1. Notons d la distance entre les sommets de X . On a 

T: C(X,R) -» C{X,R) 

d(y,x)=2 

Uf. C(X,R) C(A,fl) J7 2 : C(JT,i2) -> C(A,fl) 

d(x,x')=l d(x',x)=l, d(y,x)=2 

et T B = -a' a - aa' - (q 3 - l)o' - (g - l)o -q 3 {q- l)Id, 
om a, a' : C(X, j4) — ► C(X, ^4) soni definis par les formules 

d(y' ,x)=l,y'^x' d(y,x')=l,yj^x 

pour toute arete (x,x') avec i£l et x' € X'. 

3.5.2. Definition. On definit les operateurs finis G-equivariants 

[/: C(X,i?) -> C(X',R) et 17' :C(X',#) -> C(X,R) 

5 X i — > ^ ^ (5 X / 5 S / i — > ^ ' 5^.. 

d(x',x)=l d(x' ,x)=l 

Lemme 3.5.3. (i) U'U = T + (q 3 + 1). 

(ii) L'operateur T est auto-adjoint et U est I'adjoint de U' . 

(Hi) Soient fa, fa G C(X,R). On a U\fa + t/2/2 = si et seulement si il existe une 
constante C G R telle que Uf2 = C et fa — fa = —C. 

(iv) Si R est un corps, XJ\f\ + Uifi = 0, et T fa = A/2, avec A € R et fa 7^ 0, on a 
A = q(q 3 + 1) ou bien A = -(g 3 + 1). 

(v) Les operateurs U\ et U2 sont injectifs. 

(vi) U(F = TsUi pour i = 1,2. 

Demonstration - Les preuves de (i), (ii) et (vi) sont des calculs evidents et laissees 
au lecteur et (v) est triviale. Prouvons (iii). Soit (x,x') une arete de A, x G X, x' € X'. 
Le fait que (Uifa + ^2/2) (5x', x) = s'ecrit aussi 

fi(x)+ Yl f2(y) = o, 

y^x, y voisin de x' 

soit 

fa(x)-fa(x) + (Ufa)(x') = 0. 

Comme X est connexe, on en deduit qu'il existe C G R tel que Ufa = C sur X 1 ', 
h~fa = ~C sur X. 

Prouvons (iv). On a d'apres (i) U'U fa = U'{C) = (q 3 + 1)C = T/ 2 + (q 3 + I) fa = 
(A + q 3 + I) fa, d'ou nous tirons 

(2) (g 3 + l)C = (A + g 3 + l)/ 2 . 

Si A 7^ — (g 3 + 1), alors la relation (j2J) implique que / 2 est constante, d'oii Tfa = 
q(q 3 + l)/2, et comme fa est non nul, il vient A = q(q 3 + 1). □ 
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Proposition 3.5.4. 

/ UtUx U{U 2 \ ( q 3 + 1 T \ 

V Wilt U* 2 U 2 ) \ T q(q 3 + l) + (q- 1)T J 

Demonstration - Pour toute arete (x,x') de A, avec x G X, l'adjoint U* (resp. U 2 ) 
de U\ (resp. U 2 ) envoie $(x,x') sur $x (resp. sur %i')=i^)' La proposition est 

alors un calcul evident et laisse au lecteur. □ 



Remarque. Le determinant de cette matrice est un polynome en T dont les racines 
sont -(q 3 + 1) et q(q 3 + 1). 

3.6. Representations non ramifiees. 

3.6.1. Notations. Soit R un anneau commutatif et ir une representation lisse a droite 
de G sur R. Pour tout vecteur u de l'espace de ir et toute fonction / sur G localement 
constante a support compact, on definit 

u*f:= / f(g)(n(g)v)dfj, K (g) 
Jg 

et pour tout sous-espace vectoriel V de l'espace de n, on pose V * f := {u * /; u G V}. 
Lorsqu'il n'y a pas d'ambigu'ite, on note encore / l'operateur u 1— > n * /. Ainsi, T (resp. 
Tg) designe l'operateur de convolution par T (resp. Tg) sur l'ensemble 7r^ (resp. ir B ) 
des i^-invariants (resp. S-invariants) de ir. 

Proposition 3.6.2. Soit ir une representation complexe lisse de G (eventuellement 
reductible) d'espace V , ir' la sous-representation de G engendree par le sous-espace ir K 
de V. Alors ir' B = ir K * U x + ir K * U 2 . 

Demonstration — L'espace de ir' est l'image de Papplication 

ir K *CC(K\G,£) -> V, 

et ir' B est done l'image de Papplication ir K * CC(K\G/B,C) —>■ V. Le resultat decoule 
done de la proposition 13.4.21 □ 



3.6.3. Tore maximal et sous-groupe de Borel. On choisit un vecteur non nul e± G 
isotrope pour la forme hermitienne standard, e 2 tel que e\ et e 2 engendrent (ei) , et 
enfin e^ tel que (e±, e 2 , e^) soit une base. Dans toute cette section, on decrit les elements 
de G par leur matrice dans la base (ei, e 2 , e^). Le tore diagonal 

D = {diag(a, b, c(a)" 1 ) ; a G , b G E* w ,bc{b) = 1} 

est un tore maximal de G, qui contient Z = {diag(6, b, b) ;bc(b) = 1}. Soit P le stabil- 
isateur dans G de la droite (ei) : e'est un sous-groupe de Borel contenant D. 

3.6.4. Induites non ramifiees. Pour tout a G C, on definit 1(a) comme la representation 
induite unitaire de P a G du caractere de D : 

diag(a, b, c(a) _1 ) ^ a val(a) . 

Comme ce caractere est trivial sur Z, 1(a) est de caractere central trivial. 
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3.6.5. Structure des induites non ramifiees. Soit a € C ; d'apres |Key| page 126] ou 
[Choi th. 2.4.6 et prop 2.4.7], la representation 1(a) est indecomposable et verifie les 
proprietes suivantes. 

(1) Si a 7^ q ±2 et a ^ — q , alors 1(a) est irreductible. 

(2) Si a = q ±2 , alors 1(a) a deux facteurs de Jordan-Holder, la Steinberg St et la 
representation unite. 

(3) Si a = — q , alors 1(a) a deux facteurs de Jordan-Holder, Pun non ramifie note 



7r n et l'autre ramifie note tt s . D'apres Rog2 page 396], la representation ir n est 



non temperee et la representation ir s est de carre integrable. 

3.6.6. Invariants des induites non ramifiees. 

(1) Une representation admissible irreductible possede un vecteur l?-invariant si et 
seulement si c'est un facteur de 1(a) pour un certain a G C ( |Carj ). 

(2) Pour tout a EC, dim I(a) K = dim I(a) K ' = 1 et dim I(a) B = 2 (\gaZ\ ou [BeTTl 
IV.4.8.2 et IV.6.2.5]). 

(3) St* = dim St*' = 0, dim(vr n ) K = dim(^ s )* = 1, (vr n )* = (tt s ) k = ([DE3 



prop. 2.4.7] ou [ReTTl IV.4.8.2 et IV.6.2.5]). 

3.6.7. Matrices de Hecke. Pour tout a £ C, definissons la matrice de Hecke mat^ (a 
conjugaison pres) de l'unique sous-quotient non ramifie ir de 1(a) comme 

mat,,- = diag(a, l,a _1 ) € SL3(C). 

Ainsi mat^-n = diag(— q, 1, — q^ 1 )- 

Par exception, dans la theorie globale (partie[BJ), on note mat WjW pour mat^ au lieu 
de mat,^ : cela tient a ce que, a strictement parler, mat n est la matrice de Hecke du 
changement de base de tt a E w et non celle de ir. 

3.7. Transformation de Satake. 

Lemme 3.7.1. Soit a£C; Voperateur T agit sur la droite I(a) K par Vhomothetie de 
rapport 

q 2 (a + a~ 1 ) + q-l. 

En particulier, si a = q ±2 (resp. a = —q^ 1 ), alors la valeur propre de T est q(q^ + 1) 
(resp. — (q 3 + 1) ). 

Demonstration — Voir |Cho| prop 3.1.2]. □ 



Lemme 3.7.2. L'operateur Tb agit sur §t B (resp. (tt s ) b ) par Vhomothetie de rapport 
q(q 3 + 1) (resp. —(q 3 + I)). 

Demonstration - Comme 1(a) est indecomposable (cf. 13 . 6 . 5|) . il decoule de |Bor2j 
que I(a) B est un module indecomposable sur H (G, B) ® C, done Tb y agit par une ho- 
mothetie. En particulier, par le lemme 13. 5.31 (vi) . le rapport de Tb agissant sur I(a) B est 
egal a celui de T agissant sur I(a) K . Le lemme 13. 7. 2 1 decoule done du lemme precedent. 

□ 



10 



JOEL BELLAICHE ET PHILIPPE GRAFTIEAUX 



3.8. Theorie locale en une place decomposee. Soit v une place decomposee de F. 
Le choix d'une place w de E divisant v determine (a isomorphisme interieur pres) un 
isomorphisme G v ~ GL^(E W ) = GL3(F„). Si n est une representation non ramifiee de 
G v , on note mat^ w la matrice de Hecke de ir vue comme representation de Gh3(E w ) via 
l'isomorphisme precedent. Si w est l'autre place de E au-dessus de v, on a, a conjugaison 
pres, mat^u, = mat~^. 

4. Sorites sur les congruences 

Dans cette section on rappelle pour le contort du lecteur quelques resultats faciles, 
bien connus et souvent utilises dans le contexte des congruences entre formes automor- 
phes (voir les travaux de Hida, Ribet, etc.), et on les etend quelque peu. 

Dans cette partie, O designe un produit fini d'anneaux de valuation discrete et L (resp. 
/io) le produit des corps de fractions (resp. des ideaux maximaux) de ces anneaux. On 
designe par M un O-module libre de type fini. 

4.1. Sous-modules satures. Pour tout sous-module ./V de M, on pose N sat := (N © 
L)f] M dans M © L. On a N = N sat si et seulement si N est facteur direct de M. 

Lemme 4.1.1. Soit u: N — > M un morphisme injectif de O-module libre de rang fini. 
Pour tout entier a assez grand, u(N) sat /u(N) et Ker (u<8> (0/fio a )) sont isomorphes en 
tant que O-modules. 

Demonstration - On peut supposer que O est un anneau de valuation discrete et que 
u(N) saX = M. Par le theoreme des diviseurs elementaires, nous sommes ramenes a ne 
traiter que le cas evident ou M = O. □ 



4.2. Congruences. Jusqu'a la fin de cette partie, A et B designent des sous modules 
de M verifiant A = A sat , B = B sat et A n B = 0, /x designe un ideal maximal de O et 
c > 1 un entier. 

4.2.1. On dit qu'il existe une congruence modulo fj, c entre A et B dans M, s'il existe 
/ G A \ /j,A, g € B\ [iB, avec / — g G fi c M. On appelle module de congruence entre A 
et B (dans M) le O-module (A © B) sbX /(A © B). Ce module tient son nom du lemme 
suivant. 

Lemme 4.2.2. II existe des congruences modulo /i c entre A et B dans M si et seulement 
si le module de congruence contient un sous-module isomorphe a O/fj, . 

Demonstration - Soit it un generateur de /x. Si le module de congruence contient un 
sous- module isomorphe a O j [i c alors il existe h <G (A © B) sat , avec n c h G A © B mais 
7r c_1 /i A © B. On a alors ir c h = f + g avec / G A et g G B, et puisque B = i? sat , on 
a / G ttA si et seulement si g G ttB, ce qui n'est pas car 7r c ~ 1 /i A + B. On a done une 
congruence modulo 7r c entre / et g. 

Reciproquement, si / et g sont en congruences modulo tt c , alors l'element h := (f — 
g)/7r c G (A © B) sat est tel que tt^/i $(A®B). □ 
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4.3. Produit hermitien et congruences. Soit 7: O — > O un automorphisme invo- 
lutif d'anneaux. Pour tout module N libre de type fini sur O, on note N* le O module 
des formes 7-lineaires (i.e. telles que f{an) = j(a)f(n) pour a £ O, n € N) sur iV et 
on appelle produit hermitien sur N tout morphisme 0-lineaire pn : A?" — > A^* tel que 
Pn(x){v) = ^(pn(u)(x)) pour tout x,y € iV ; on dit que j»at est non degenere s'il est 
bijectif. Pour toute partie P de N, on note alors P -1- l'ensemble des x £ N tel que 
Pn(P)(x) = 0; c'est un sous-module facteur direct de N. Si P est un sous- module de 
N, on note : P — > P* la restriction de pn a P. 

Jusqu'a la fin de cette partie, on designe par pu un produit hermitien non degenere 
sur M tel que Bci 1 . 

Lemme 4.3.1. On suppose que (A + B)- L (BA est facteur direct dans M. Alors le module 
de congruence entre A et B dans M est isomorphe a A* /pa(A). 

Demonstration — Le morphisme naturel de O-modules (A®B) sat / (A(BB) — > A* /p^(A) 
induit par pu est injectif car B est orthogonal a A et surjectif car toute forme antilineaire 
sur A se prolonge par hypothese en une forme antilineaire sur M nulle sur (A®B) ± , qui 
du fait de la non-degenerescence de pm est l'image par pu d'un element de (A © P) sat . 
□ 

Si u : N — > M est un morphisme injectif de modules libres munis de produit scalaires 
Pn et pm non degeneres, on note t u: M* — > N* la transposed de u et on appelle adjoint 
de u le morphisme u* = p^ 1 o t uo p M . 

Lemme 4.3.2. Pour tout entier a et tout ideal maximal /x de O, on a 
long(ker(w® (O///*))) < -val M (det (u*u)). 

Demonstration - Soit P = u{N) s&t . Par le lemme 14.1.11 la longueur a calculer est 
majoree par la fi- valuation du determinant de up : N — > P dans deux bases quelconques 
de N et P. Or, puisque pn est non degenere, u* p : P — > N est bien defini et u*ii = u* p up. 
Puisque det(tip) divise det(u* P ) dans O, le lemme est prouve. □ 

5. Augmentation du niveau 
5.1. Espaces de formes automorphes. 

5.1.1. Niveau, type et poids. On fixe un sous-groupe compact ouvert K = \\ v K v de 
G(Apj) (le niveau). On note E l'ensemble fini ( |Titj ) des places v ou K v n'est pas 
un compact maximal hyperspecial et pour toute place fi d'un corps de nombres L, on 
designe par S M la reunion de £ et des places finies v de F de meme caracteristique 
residuelle que /x. Pour tout ensemble £' de places de F contenant S on definit l'algebre 
de Hecke 

H s := T-t([]' v< £ S G v ,ll v g S K v ) 
qui est aussi le produit tensoriel restreint des H(G V ,K V ) pour v £ X/. Cette algebre 
contient Poperateur de Hecke T v defini en 13.31 pour toute place v X' inerte dans E. 

On fixe aussi une representation complexe lisse irreductible (J, V) de IIdgs ^ v 
type), que l'on voit indifferement comme une representation de K. Enfin, on fixe une 
representation complexe continue irreductible (p, W) de G(Ap j00 ) (le poids). On note p* 
(resp. J*) la representation duale de p (resp. J). 
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5.1.2. Espaces de formes automorphes complexes. On appelle espace des formes auto- 
morphes complexes de niveau K, de type J et de poids p l'espace vectoriel 

Sk,j, p ,c ■■= Hom KxG(Aj7oo) (J ®p,B), 

ou B designe l'espace des fonctions complexes lisses (i.e. invariante par translation par 
un ouvert de G(Apj) et C°° sur G(Ap )00 )) sur G(F)\G(Ap). De maniere trivialement 
equivalente, on peut voir Sk,.j, p ,c comme l'espace des fonctions complexes lisses / sur 
G(F)\G(A F ) a valeur dans V* <g> W* et verifiant 

(3) f(gk Uoo ) = (r(k)- 1 ® ^(uoo)- 1 )/^) pour g G G(A F ), k G K, Uoo G G(A Fj00 ). 

On peut ainsi voir Sk,j,p,c comme le sous-espace des ^-invariants d'un espace 

de fonctions complexes sur G{F)\G{Ap) sur lequel G{Ap) agit a gauche par translation 
a droite, de sorte que Sk,j, p ,c est muni d'une structure de 7i s -module a gauche. 
Si / verifie l'equation fonctionnelle ©, la restriction f de / a G(Apj) verifie 

(4) f'(ugk) = (r(k)- 1 ® p*( Uoo ))f(g) pour tout g G G(A FJ ), u G G(F), k G K. 
et determine / par densite. 

5.1.3. Modele sur un corps de nombres. La representation ( J, V) de K se factorise par 
un quotient fini. II existe done un corps de nombres L C C et un L-modele (Jl, Vl) de 
(J, V). Quitte a grossir L, on peut supposer qu'il est stable par la conjugaison complexe, 
ce qui donne un sens a la notion de produit hermitien sur Vl- Utilisant que Jl{K) est 
fini, nous choisissons un produit hermitien sur Vl stabyle par Jl- 

Soit pc le prolongement de la representation p du groupe algebrique reel G(Ap )00 ) = 
rio-|oo sur W en une representation de n CT |oo G(C) sur le meme espace W. Comme 
pc est algebrique, elle admet un modele sur un corps de nombres. Quitte a grossir L, 
on peut supposer qu'il existe un tel L-modele (pl, W£), pl etant une representation de 
f3 CT | 00 G(o" : F — > L), que l'extension L/Q est galoisienne et qu'enfin L contient F et 
n'est pas inclus dans R. 

Notons Lq le sous-corps L n R de L, de sorte que \L : Lq] = 2. Comme G(Ai? ]00 ) est 
compact, p laisse stable un produit hermitien sur W, et il en va done de meme de la 
restriction de pl a n<T|oo C(-^o)- Nous munissons Wl d'une telle structure hermitienne. 

Pour tout u G G(F), et tout plongement a de F dans C, on a a(u) G Lq ; il s'ensuit 
que Pelement <r*(u 00 ) de GL(VT) est en fait un element unitaire de GL(W^). Par ailleurs, 
|Borl 5.1] assure que G(F)\G(Afj) est compact, et done est muni d'une unique mesure 
de probabilite invariante a droite. Ceci donne un sens a la definition suivante. 

Definition. Soit Sk,j, p ,l le L-espace vectoriel des fonctions lisses de G(Apj) dans 
V£ (8) Wi verifiant l'equation fonctionnelle muni du produit hermitien obtenu en 
integrant celui de V£ (g> Wl sur G(F)\G(Apj). Pour toute L-algebre R, on definit le 
i?-module Sk,j, p ,r des formes automorphes a valeurs dans L par 

Sk,j, p ,r '■= Sk,j, p ,l ®l R, 

e'est un i?-module hermitien si R est muni d'une involution prolongeant la conjugaison 
complexe de L. 

Procedant comme en 15.1.21 on peut voir Sk,j, p ,r comme le sous-espace des IId^s K v 
invariants d'une representation unitaire de Puisque Hp est commutative, ses 
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elements agissent normalement sur Sk,j, p ,r, qui est done un TP <g>z -R-module semi- 
simple lorsque R est un corps. 

5.1.4. Explicitons maintenant cette definition. Puisque G(F)\G(Apj) est compact, il 
existe des elements xi, . . . ,Xh de G(Apj) tels que 

h 

G{A FJ ) = ]jG(F)x i K. 

i=i 

Pour tout i = 1, . . . , h, le groupe T{ = (xj G(F)xi) n if est fini car compact et discret, 
et on a un isomorphisme 

(5) s K>JtP>L - ©^(v/®^) 1,1 

D'autre part, le produit hermitien sur Sk,j, p ,l est a une constante rationnelle pres la 
somme sur i = 1, . . . ,h de ceux des espaces (V£ (g) VF£) r< , ponderee par les inverses des 
cardinaux des sous-groupes Tj. 
On a montre l'enonce suivant. 

Lemme 5.1.5. L'espace Sk,j,p,l est un TiP -modele de Sx,j,p,c- 

5.1.6. Decomposition de Sk,j, p ,l- Appliquant 12.41 au Hp % L-module Sk,j, p ,l, on peut 
supposer, quitte a remplacer L par une extension finie, qu'il existe un ensemble fini 
Ek,j,p,l de caracteres de Hp a valeurs dans L et une decomposition 

Sk,j, p ,l = ®t]Sk,j,p,l(ti) 
(en fait, puisque Sk,j, p ,l est un Tip ® L-module semi-simple, les sous-espaces propres 
generalises Sk,j,p,l(v) SOI1 t de simples sous-espaces propres pour Taction de TP). 

En particulier, dans le cas ou J = 1q et p = lc sont les actions triviales sur C, la 
droite des fonctions constantes est un sous-7Y s (S>z L-module de Sk,i c ,i c ,l sur lequel Tip 
agit par un caractere a valeurs dans Z note ry const . Pour toute place inerte v $ S, on a 

7/const 

(T v ) = q(q 3 + 1), ou q designe le cardinal residuel de F v . 
Rappelons qu'on dit que deux elements x et y de L sont congrus modulo \i si x — y € 
[iOl, ou Ol designe l'anneau des entiers de L. Le lemme suivant est utile pour separer 
les caracteres de Tip . 

Lemme 5.1.7. Soient rj, rj deux caracteres de Ek,j, p ,l- Si pour presque toute place ji 
de L, les restrictions de rj et rj' a Ti(G v , K v ) sont congrues modulo fi, alors ij et rf sont 
congrus modulo p. 

Demonstration - Cela resulte immediatement de l'existence des representations ga- 
loisiennes de Gal(L/L) attachees a n et a rj' (cf. 16.3. l|) et du theoreme de Cebotarev. 
□ 

Lemme 5.1.8. II existe un ensemble fini S\ de nombres premiers (ne dependant que de 
(K, J, p) ) tel que pour toute place p de L ne divisant aucun element de Si et tout couple 
de caracteres rj, rf de Ex,j, Pt L U {?? C onst}; V est congru a rf si et seulement sir] = rf . 



Demonstration - C'est evident. 



□ 



11 



JOEL BELLAICHE ET PHILIPPE GRAFTIEAUX 



5.2. Modeles entiers. Nous n'allons pas definir de structures entieres "globales" des 
espaces precedents, mais seulement en presque toute place p de L. 

5.2.1. Definition de pu . Soit po une place finie de Lq = Lnl. Notons L^ le complete 
de L en pq et M son anneau d'entiers, qui est une algebre semi-locale sur l'anneau des 
entiers du corps local (Lq)^, munie d'une unique involution prolongeant celle de Ol- 

Pour toute place infinie a de F correspondant a un plongement F — > Lq, notons 
a^ 1 (fio) la trace de pq sur F par ce plongement, de sorte que F c - est plonge dans 
L m . On a done un morphisme naturel de groupes, compatible aux plongements de G(F), 

(6) G(A FJ ) - [] G(F a -^ } ) - H G(L, ). 

cr\oo a\oo 

Definissons une representation p M de G(Apj) sur en composant (0 avec 

pl, -- n G (^o)-GL(w2 Mo ). 

cr\oo 

Pour tout u £ F, l'element Pn (u) de GL(VK£^) est en fait dans GL(W£) et on a Pegalite 

(7) Pn (u) = p(Uoo). 
Enfin, on fixe un 0_L-reseau Vq (resp. Wq ) de V£ (resp. 

5.2.2. Definition des modeles entiers. 

Definition. Pour toute place pq de Lq, soit Sk,j, p ,o^ le sous O w -module de Sk,j, p ,l^ 
constitue des fonctions / telles que 

p; (gr l f(g) e ® w^ o pour tout 5 e g(a fj ). 

Par definition, se factorise par Y\ v G(F V ), ou v decrit l'ensemble des places de F de 
meme caracteristique residuelle que po, de sorte que Ton peut done encore voir Sji' ) j J p J o 
comme l'ensemble des n?^£ M0 -^-invariants d'un espace de fonctions sur G(Apj) sur 
lequel n^E M0 ^« agit par translation a droite. On en deduit que Paction de 7Y Efl o sur 
Sk,j, p ,l„ laisse stable S K ,j, P ,o n ■ 

5.2.3. Definition de S r 2- Le morphisme de L-schemas en groupes 

[]Gx ff SpecL -> GL(V£ W* L ) 

<t\oc 

induisant pl se prolonge en un morphisme 

]J G x ff SpecO L GL(V^ <g> W* 0l ) 

ct|oo 

au dessus d'un ouvert de SpecO^, d'ou l'existence d'un ensemble fini S*2 de nombres 
premiers, ne dependant que de (K, J,p), tel que pour toute place finie po de L n M ne 

divisant aucun element de So, le reseau WX de V r * <g> VF? est stable sous la 

u n u n n n 

restriction de Jj?^ ® />2 M0 au sous-groupe JX|oo G (°«>) de IX oo G ( l mo)- 

5.2.4. Definition de S3. Par definition de la topologie adelique, il existe un ensemble S3 
de nombres premiers tel que pour toute place finie v de F ne divisant aucun element 
de S3, on a l'egalite K v = G(O v ). Pour toute place finie pq de Lq ne divisant aucun 
element de S2 U Si. 15.2.31 montre alors que la restriction de p M0 ® Jl a K est a valeurs 
dans GL(Vo i (8) Wq l ). 
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5.2.5. Definition de S4. Comme en !5.1.4| considerons une famille xi, . . . , x^ de represen- 
tants de G(F)\G(Apj) / K et, pour i = 1, . . . , h, posons 

= {xt 1 g{f)x 1 ) n k. 

Le sous- C L -module (V£ ) r * du L -espace vectoriel (V£ <8> W£) en est un reseau. 

De plus, il existe un ensemble fini de nombres premiers S4, tel que pour toute place 
Ho de L n R ne divisant aucun element de S4 et pour tout i = I, . . . ,h, la restriction 
du produit scalaire de V£ <g> W£ a (Vg$ ® W 7 o M0 ) ri est a valeurs dans C^ et non- 
degeneree. Quitte a remplacer S4 par un ensemble le contenant, on suppose de plus que 
S4 ne contient aucun des diviseurs des cardinaux des groupes finis Ti, . . . , IV 

Lemme 5.2.6. Soit fiQ une place finie de Lq ne divisant aucun element de S2 U S3 U S4, 
alors Sk,j, p ,o^ est un Upm -modele de Sk,j,p,l^ , sur lequel le produit hermitien est 
non degenere. 



Demonstration 



Montrons que Sjc t j }P} o m est un reseau de Sk,j, p ,l^ - Pour tout 



/ G Sk,J, p ,Q Mo , 9 e G(A F j), u G G(F) et fc G if, on a par © et © 



pL(ugk) 1 f(ugk) 



(^w-^pjoC*)- 1 )^^)- 1 /^)). 



Sous les notations de l5,2.51 le calcul precedent et 15 . 2 . 41 implia uent que / 6 SK,J,p,Oft si et 
seulement si /?* E ^b M0 ® Wb„ pour i = 1, . . . , h, et done l'isomorphisme ©, 

avec R = L m , induit un isomorphisme 



h 



i=i 



s K ,j, P ,o m ^(B(p; (xi)(vs tlo ®w^ 



est un reseau du L 



Or, pour % = 1, . . . ,h, le -module (^p^ (xj)(V^ 
espace vectoriel (V£ <g> W£^) r \ 

II reste a prouver que la restriction du produit hermitien S'x,j,p,o M0 a Sk,j,p,o w est 
a valeurs dans O w et non degeneree, ce qui decoule de 15.2.51 puisque ce produit hermi- 
tien est une somme directe, ponderee par des elements inversibles de O^ , de produits 
hermitiens a valeurs dans O^ et non degeneres. □ 



5.2.7. Definition. On pose Sk,j, p ,r '■= Sk,j,p,o,,, ®0 mo R pour toute C^ -algebre R. 
Cette definition est compatible avec 15.1.51 par le lemme precedent. 

Remarque . Le lemme 15.2.61 montre en particulier que la restriction a TiP^o des car- 
acteres de Hp definis en 15.1.61 est a valeurs dans l'anneau localise en \i de Ol pour 
presque toute place finie /i de L. 

5.3. Formes anciennes et nouvelles en vq. 

5.3.1. Definition. On appelle corps de definition pour le triplet (K,J,p) tout corps 
de nombres L C C comme en 15.1.31 et 15.1.61 On appelle bonne place relativement a 
(K, J, p) toute place finie de L ou Lq ne divisant aucun nombre premier des ensembles 
Si,i = l,...,4, definis en I5T81 ETO l5~2~4l et l5~231 
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5.3.2. Notations. Dans ce paragraphe, on conserve toutes les notations de I5.1.H on fixe 
un corps de definition L pour (K, J, p) et une bonne place po de Lq . On fixe aussi une 
place finie vq £ M0 , un sous-groupe compact maximal special K' de G Vo tel que les 
points de X VQ fixes par K VQ et K' VQ soient voisins, et nous notons B VQ le sous-groupe 
d'lwahori K VQ n K' VQ . Nous reprenons les notations X = G Vq /K Vq , X' = G Vo /K' VQ et 
A = G Vo /B Vo du paragraphe |31 pour la place vq. 

Nous posons enfin K' := Y[ vjkvo K v x K' vq et B := ]J v ^ Vo K v x B VQ . Puisque v S, 
la representation J de K induit une representation de K' et B) que Ton designe par la 
meme lettre et le corps de nombres L (resp. la place po de L n M) satisfait aussi a 15. 1.31 
(resp. IB~2~3l 15.2.41 et 15.2.5)) pour les triplets (K',J,p) et (B,J,p), de sorte que Sk>,j, p ,l 
et S b ,j, P) l (resp. S K ',j, P ,o^ et S B ,j, P ,oJ sont des modeles de S K ',j, P ,c et S B ,j, P ,c (resp. 
Sk>,j, p ,l„ et S b ,j, p ,lJ- 

On designe par i? une 0^,-algebre. 

5.3.3. Interpretation locale en termes d'arbre. Soit T l'image dans Gr„ du sous groupe 
de G(F) defini par l'intersection G(F) D IIn^uo ^ v dans G(Apj). Comme G(F)G V0 est 
dense dans G(A B j), et puisque la restriction de la representation p po a G VQ est triviale, 
on a Pegalite 

Sk,j, p ,r = Hom r (JL ®pl,C(X, R)). 

Ceci nous permet voir Sk,j, p ,r comme le sous-module de C(X,R) <8>e> MQ C^o ® ^O P0 ) 
des fonctions covariantes sous T. Lorsque R est muni d'une involution prolongeant celle 
de O^ , le produit hermitien sur Sk,j, p ,r est l'integrale sur T\X du produit tensoriel du 
produit C(X,Z)xC(X,Z) -> C(X,Z) par le produit hermitien de (Vg ) 8>o Mo fi. 
De meme, on a 

S'jf'.J.P.fl = Hom r (JL®PL,C(X / ,ii)), 
Sb,j, p ,r = Hom r (JL <8>p L ,C(A, R)). 

5.3.4. Operateurs entre espaces de formes automorphes. Les ii-morphismes T, U%, U2, 
U, U et T B definis en 13.51 entres les modules C(X,R), C(X',R) et C(A,R) commutent 
a Paction de G vo , done de T, sur X, X', A' respectivement. Les morphismes qu'ils 
induisent par tensorisation par Vq^ ® definissent done des i?-morphismes entre 
Sk,j, p ,r-, Sk',j, p ,r et S Bt j :P:B que nous notons par les memes lettres. Ainsi, l'operateur 
T : Sk,j, p ,r — ► Sk,j, p ,r est simplement l'operateur de Hecke T Vo € 7i(G V0 , K VQ Z VQ ) defini 
enEHletETU 

Notons que H s "o (resp. ft s M u{M) a git sur S KJ ^ R (resp. S K ',j, p ,r et S Bt j jPjR ). On 
fait de S B ^j tPtB un 7Y^ -module en faisant agir T par T B . 

Lemme 5.3.5. Les R-morphismes T, T B , U\, U2, U, U' satisfont les assertions du 
lemme W. 5. 31 De plus, U\ et U2 (resp. U et U' ) sont des morphismes de Tip ^ -modules 
(resp. H s m u{M 

Demonstration — La premiere assertion du lemme resulte de !5.3.3l La deuxieme resulte 
de ce que les elements de G v et G vo commutent dans G(Apj) pour tout v 7^ vq. □ 
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5.3.6. Formes anciennes et formes nouvelles. Nous definissons l'espace Ob,j, p ,r des 
formes anciennes et l'espace Nb,j, p ,r des formes nouvelles a valeurs dans R. 
On pose tout d'abord 

o B ,j, P ,o n ■= (Ui © u 2 )(s 2 KjJtPt0iiQ ) S3X c s B ,j, P ,o n , 

N B ,j, P ,o m ■= Ob,j,jc,o mo C S b , j, P ,o m ■ 
Puis, pour toute Mo -algebre R, 

O B) j,p,o„ ■= Ob,j,p,o M0 ©o mo -R C Sb,j, p ,r, 

Nb,j, p ,o^ q ■= Nb,j, p ,o^ q ®o n R C S B> j,p,R, 
Si R est une L^-algebre, alors on a l'egalite B: j jPj r := (t/i © U2)(S\ Jp R ) et, 
puisque le produit hermitien sur Sb,j, p ,c est defini positif, la decomposition Sb,j, p ,r = 
Ob,j, p ,r © Nb,j >p ,r- Ces assertions ne sont plus vraies a priori si R = O po , par exemple. 

5.4. Le theoreme. 

Theoreme 5.4.1. Soit (K,J,p) un niveau, un type, et un poids comme dans \5.f~7[ 
Soit L un corps de definition pour (K, J, p) et \i une bonne place de L relativement a 
(K,J,p) au sens de la definition \5.3. li Soit S la reunion de I 'ensemble des places ou 
K n'est pas hyperspecial et soit tp un caractere de Tip tel que Sk,j, p ,l(4>) soit non nul. 
Soit enfin vq une place de F inerte dans E, hors de S et de caracteristique residuelle 
distincte de celle de p, et A = iJ)(T Vo ) G O p . Si A ^ {q{q 3 + 1), — (q 3 + 1)}, notons c le 
plus petit entier verifiant 

c> val p (\-q(q 3 + l))/2, 
et si A = —(q 3 + 1), soit c = v&l p (q 3 + 1) ; alors il existe une congruence modulo p c entre 
Obj^o^) et NB,j, P ,Oy, dans S B ,j, p ,o^- 

5.4.2. Remarques. 

(1) Si A = -(q 3 + 1), alors val At (g 3 + l) 2 > val At (A - q(q 3 + 1)), de sorte que Ton peut 
toujours prendre pour c la partie entiere superieure de val A1 (A — q(q 3 + l))/2, ce qui 
donne bien le theoreme Q de l'introduction. Ce cas correspond aux representations 
endoscopiques non temperees fcf. 16.4.11) . 

(2) Si q 3 + 1 n'est pas nul modulo p, i.e. si Ton est en caracteristique normale, alors 
le theoreme reste vrai en prenant c = val^(A — q(q 3 + 1)) (voir 15.4. lUj) . 

(3) Soit 7i un anneau commutatif contenant TiP et agissant sur Sk,j, p ,l et S B j :Pj l 
de maniere compatible aux structures entieres et aux operateurs U\ et U2 dermis 
en 15.3.41 Dans l'enonce du theoreme, on peut remplacer le caractere ip par un 
caractere de TL tel que le sous-espace propre generalise Sk,j, p ,l{^) (cf. 12, 4|) est non 
nul. On obtient ainsi des formes nouvelles sur lesquelles on connait Paction modulo 
p° de Palgebre fi tout entiere. Cette precision peut etre utile dans les applications, 
en particulier si on prend pour 7i le produit tensoriel de 7Y S , avec un ou plusieurs 
anneaux Z v , v € S, ou Z v est le centre de l'algebre de Hecke du type (K V ,J V ) 
(Voir 15.4. 11|) . 

(4) On peut vraisemblablement etendre le theoreme a toutes les places p de L a 
condition de prendre pour c le plus petit entier plus grand que val M (A — q(q 3 + 
l))/2 — n p , oil n p est un entier dependant de p G S (et de (K, J, p)) mais pas de 
vq. Les details sont laisses au lecteur interesse. 

Le reste de cette partie est consacree a la preuve du theoreme precedent. 
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5.4.3. Notations. On pose 

m := val M (A + (g 3 + l)), 
n : = val /i (A - g(g 3 + 1)) 
d := dim L S k ,j, p ,l(iP) 
On note /j,q la trace de /i sur Lo = L D M et O w le complete de Ol en //q, et on pose 

Mo:=(^©C/ 2 )(^, JiP , 0mo W 2 ) 

et 

M := C/ 2 )(5x,j, P ,o,(^) 2 ) = M ® o , 0„. 

Par le lemmeEISl on a M sat = O B ,j, P ,o. W0_et M sat = B ,j, P ,o^) = M sat ® o . O^. 

Comme en ()4.3jl . on note Mq (resp. (MQ at )*) l'ensemble des formes O^-antilineaires 
sur Mo (resp. MQ at ) et pjvf : Mo — » Mq (resp. PM sat ) l a restriction du produit hermitien 
de S B , JiPi o Mo a M (resp. M sat ). 

Lemme 5.4.4. 

fz) Si X ^ g(g 3 + 1), — (g 3 + 1), a/ors Ze morphisme de L-espaces vectoriels U\ © : 
Sk,j,p,l{'4') 2 — > Ob,j, p ,l est injectif. En d'autres termes, les O^-reseaux M et M sat 
Ox^L^ir]) sont de rang 2d. 

(ii) Si A = — (g 3 + 1), a/ors Vintage de U\ © : Sk,j, p ,l{^) 2 O b ,j, p ,l est celle du 
morphisme injectif U\ et les deux reseaux M et M sat rang d soni egaux. 

Demonstration - Soient (/i,/2) G Ker(E/i © C/2) n Sk,j, p ,l{^) et u G Vl ® Wl- 
Alors /i(u) et f2(u) appartiennent a C(X,L) et verifient U\f\(u) + 1/2/2(1^) = et 
Tfi(u) = Xfi(u) pour « = 1,2. 

Dans le cas (i), le lemme 15.5.31 (iv), applique a R = L, implique que fi(u) et f2(u) 
sont nulles. Comme ceci vaut pour tout u G Vl <S> Wl, c'est que f\ et / 2 sont nulles d'ou 
la premiere partie du lemme. 

Dans le cas (ii), alors le lemme l3~.5.3| (i), implique Pegalite U'U fi{u) = pour i = 1, 2. 
Par l'assertion (ii) du meme lemme, et puisque le produit hermitien sur Sk',j,o,l est 
defini positif, on a done Uf\(u) = Uf2{u) = 0. Enfin, l'assertion (iii) montre que 
fi(u) = f2(u), ce qui prouve que M est l'image de U\. Comme le lemme I5.5.3| (v), 
montre que U\ est injectif sur Sk,j, p ,r pour toute 0^-algebre R, le lemme H. 1 . II donne 
enfin Pegalite M = M sat . □ 

Lemme 5.4.5. Si X ^ g(g 3 + 1), -(g 3 + 1), alors long c (M sat /M) < dm/2. 

Demonstration - Le lemme 14.1.11 implique que pour tout entier a assez grand, le 
C^-module M sat /M est isomorphe au noyau de (JJ\ © U2)\s K 7 H (i/>) 2 avec R = 0//j, a . 
D'apres le lemme 15.5.31 (iii), ce module est encore isomorphe a 

{/ G S K ,j, P ,R(ip),Uf est constante} 

Par le lemme IS*. 3. 51 on a pour tout / G Sk,j, p ,r(iP) telle que Uf est constante et tout 
r <E Hpn Pegalite 

(%onst(r) - nl>(r))Uf = rUf - 4>(r)Uf = Urf - ^(r)Uf = 0. 
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Or, comme les caracteres ?7 C onst et ip ne sont pas congrus modulo [i, le lemme 15.1.71 
implique que leurs restrictions a H(G V ,K V ) sont distinctes pour une infinite de places 
v £ S. L'ensemble £ M etant fini, on a necessairement Uf = 0. 

On a done prouve que le O^-module M sat /M est isomorphe a Ker U\$ K Jp H (#)> Or, le 
lemme l3~5~3l (i) et (ii), implique l'identite U*U = T + (q 3 + 1) = A + (q 3 + 1). Puisque 
val At (A + (g 3 + 1)) = m, on a vaLj(det U*U) = mcl, et le lemme decoule du lemme H". 3. 21 
□ 

Lemme 5.4.6. (i) Si X ^ q(q 3 + 1), — (q 3 + 1), alors 

long ^{M*/p Mo (M )) ®o n 0„) = d(m + n). 
(ii) SiX = -{q 3 + 1), alors long ^(M*/p Mo {M )) ®o MQ O m ) = dval^g 3 + 1). 

Demonstration - (i) Par le lemme H.l.H long (MQ*/pjVtfo(-^o)) est l a ^-valuation du 
determinant de pm - Soit e±, . . . , est une base orthonormee de <Sft;,j,p,e> M0 (V0- P ar le 
lemme 15.4.41 la famille £/i(ei), [^(ei), . . . , Ui(e,j), ^(e^) de vecteurs de Mo en est une 
base sur laquelle la matrice de pm est, d'apres la proposition 13.5.41 la matrice (2d, 2d) 
diagonale en des blocs (2, 2) tous egaux a 

( q 3 + 1 A \ 

V A q(q 3 + 1) + (q - 1)A J ' 

Le point (i) resulte done du fait que le determinant de la matrice (2,2) ci-dessus a pour 
fi- valuation n + m (voir la remarque suivant la proposition I3.5,4[) . 

Pour prouver (ii), remarquons que, par le lemme 15.4.41 et la proposition 13.5.41 la 
matrice de pm q est q 3 + 1 fois la matrice identite de dimension d. □ 

Proposition 5.4.7. Le module (M^)* /p M s^t (Mg at ) contient un sous-module isomor- 
phe d 0^/fi c . 

Demonstration - Notant i l'injection canonique de Mq dans Mq 21 *, et i* son adjoint 
pour pm et p^gat, on a la suite d'injections 

M — U- M sat i» (M sat f »• M* , 

dont la composee est p Mo - Si A / g(<? 3 + 1), alors (Mg at /M ) ® C M = M sat /M, et les 
lemmes I5.4.6l (il et 15.4.51 impliquent 

long^ ((M sat /p M g a t (M sat )) ® 0„) = long^ ((M*/p Mo (M )) ® 0„) - 2 long 0f( (M sat /M)) 

> d{n + m) -2(dm/2) 
= dn. 

Comme (M^ )*/PMg at (Mq ) est engendre par 2d elements comme C^-module, la propo- 
sition en decoule. 

Si A = -(q 3 + 1), alors le lemme 15.4.41 montre que (Mg at /Mo) ® C M = 0, et la 
proposition decoule done du lemme I5.4.fil (ii) et du fait que (Mo at )*/PMg at (Mg at ) est 
engendre par d elements. □ 
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Lemme 5.4.8. On a la decomposition orthogonale : 

Ob,j, p ,o^ = ®r,0 B , j,p,e> M0 (v) 

Demonstration - L'inclusion O_B,j,p,e> M0 D ©t?Ob,j,p,o M0 (v) e ^ l'orthogonalite provi- 
ennent de la decomposition du paragraphe 15.1.61 et du lemme 15.3.51 Le lemme 15.1.81 
montre de plus que les caracteres n qui interviennent sont deux-a-deux distincts modulo 
toutes les places divisant llq. Le lemme de Nakayama permet alors d'en deduire l'autre 
inclusion. □ 



5.4.9. Preuve du theoreme \54J\ Posons A = S B ,j, P ,o m (ip) = et B = N B,j, P ,o n - 
Par le lemme 15.4.81 on a 

(4ffiB) 1 eA = O W(<0 . 

On peut done appliquer le lemme I?. 3.1 1 aux sous-0 M -modules A et B de SB,j, P ,o n > dont 
on deduit que {A® B) saX / A® B est isomorphe a A* /pa{A). Or, par la proposition 15.4.71 
A*/pa(A) ®O po contient un sous-module isomorphe a O p /ll c . Le lemme H". 2 . 21 applique 
aux sous-C^-modules A <g) O p et B ® O p de Sb, J,p,o M acheve la preuve. 

5.4.10. Preuve de la remarque \5.4-^\ (2). Si t^ 3 — |— 1 n'est pas nul modulo /x, prouvons qu'on 
peut prendre c = n. On peut supposer n > 1, auquel cas A = (7(g 3 + 1) ^ — (g 3 + 1) 
(mod /i). La formule © dans la preuve duu lemme 13. 5. 3l (iv) montre alors que le noyau 
de l'operateur U\ © U~2 avec R = O p j ' [i est constitue de fonctions constantes, et est 
done nul puisque ?? C onst ^ i>- P ar l e lemme l5.4.6| on en deduit l'egalite M = {U\® 
U 2 )(S K ,j, P ,oM 2 ) = MSat > e'est-a-dire M sat <g> C M = M ® O m . 

Par ailleurs, la preuve du lemme 15.4.61 (1) montre que la matrice du produit hermitien 
Pm sur Mo dans une base adequate est diagonale par blocs (2,2) tous egaux a 

( q 3 + 1 A A 

V A q ( q z + i) + ( q -i)\ )■ 

Comme cette matrice (2,2) a un determinant de /z-valuation m + n = n et un premier 
mineur inversible dans O p , ses diviseur elementaires sur O p sont les ideaux O p et fi n . 
On en deduit que (Mo)* / Pm {Mq) contient un sous-module isomorphe a O p /fi n , et qu'il 
en va de meme de (M^)* /p M sa,t (Mg at ). On conclut comme en 15.4.91 

5.4.11. Preuve de la remarque \5.4-%\ (3). Dans ce cas, la decomposition de Sk,j, p ,l en 
sous-espaces propres generalisees pour 7i donnee par 12.41 est plus fine que celle de 15.1.61 
(notons que cette fois, la notion de sous-espaces propres generalises est necessaire, car 
Paction de 7i n'est pas semi-simple a priori) et les enonces 15.4.41 a 15.4.71 restent done 
valables. Suivant le lemme I5.1.8( si Ton definit S de sorte que pour toute place jx ne 
divisant aucun element de S, les caracteres rj deTC intervenant dans cette decomposition 
sont distincts modulo fx, alors la preuve du lemme I5.4.8I fonctionne sans changement. 

6. Representations automorphes et representations galoisiennes 

La representation unitaire L 2 (G(F)\G(Ap)) de G(Ap) est somme directe orthogonale 
de representations unitaires irreductibles 

L 2 (G(F)\G(A F )) ~ ©m(vr)vr 
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et les representations n qui apparaissent dans cette somme avec une multiplicite m(7r) > 
1 sont appeles les representations automorphes de G. A cette decomposition correspond 
une decomposition (cf. I5.1.2j) 

B = ®m(Tr)ir hsse , 
oii iTii SS e designe l'ensemble (dense) des vecteurs lisses de ir. 

6.1. Preuve du corollaire [2j 

6.1.1. Des representations aux formes propres. Soient K, (J, V), (p, W) comme en l5.1.1l 
et soit ir une representation automorphe telle que 71-00 ~ p et Hom^(J, ir) 7^ 0. Alors 
Hom ifxG r (AFoo) (J ®p,7r) = S K ,j, P ,c (en effet, pour tout / G Hom XxG(AFoo) (J ® p,n), 
(v, w) G V x VF, f(v®w) appartient a nn sse , done a $). De plus, si 77 designe le caractere 
donnant Paction de "H s sur ^n^E-^ alors Hom^ xG ( Af , oc )(<^ ® p, tt) C Sk,,j,p,c{v)- 

6.1.2. Des formes nouvelles propres aux representations. Soient de plus et B comme 
en 15.31 £' un ensemble fini de places de F contenant £ et ry un caractere de 7^ s ' . Si 
Nb,j,p,c(v) es t non n ul) alors on peut construire une representation automorphe ir' telle 
que ir'°° ~ p et Honift-( J, ir') 7^ 0, telle que Paction de Tip' sur naves' Kv soit donnee 
par 77, et verifiant de plus ir' B 7^ et ir = 0. 

Soit en effet / / G Nb,j, P) c{vi), soit (v,io) G V x W tel que g) to) 7^ et soit 
7T la representation unitaire engendre par /(v (8) u>) dans L 2 (G(F)\G(Ap)) . Alors 7r a 
une decomposition finie orthogonale (avec eventuellement des multiplicites) ir = ©' =1 7Tj 
a laquelle correspond une decomposition f(v ® w) = Yli=i /i> avec fi ^ n F pour i = 
1, . . . , I. Comme / G Nb,j, p ,c, il existe un indice j, 1 < j < I, tel que /j n'appartienne 
pas a Pimage de U\ © C/2 (cf. p.4l et definition I5.3.6j) . Comme ttj est irreductible, la 
proposition 13.6.21 impliaue que tTj = 0. Les autres assertions sont claires. 

6.1.3. Preuve du corollaire^ Soient n, vq et p verifiant les hypotheses du corollaire EJ 
7T etant telle que ir^ ~ p et Homx(«/, vr) 7^ 0. Si 77 designe le caractere de rip attache 
a 7T, alors Sk,j, p ,c{v) par I6.1.H Si l'on suppose que n(T V0 ) = q(q s + 1) (mod p), 
alors le theoreme ^ et le lemme de Deligne-Serre, donnent Pexistence d'un caractere rj 
de H <* congru a n modulo p et d'une forme 7^ g G Nb,j, p ,l(v') propre pour rj ' . La 
construction 16.1^21 permet de conclure a Pexistence de ir' . 

En complement du corollaire, on obtient : 

Proposition 6.1.4. Gardons les notations du corollaire^ Alors ir' Vo est isomorphe soit 
a ir s , soit a St. Si q 3 + 1 ^ (mod p), on peut assurer que ir' v ~ St. 

Demonstration — La premiere assertion resulte immediatement du corollaire et de !3.6.61 
Pour la seconde, notons que la preuve du corollaire montre qu'on construit ir' telle que 
Tb agit sur (tt' ) Bv o par A = q(q 3 + 1) (mod p). Or, d'apres le lemme 15". 7. 21 Tb agit sur 
(ir s ) B par — (g 3 + 1), et done on ne peut avoir tt' Vq ~ ir s . □ 

6.2. Un lemme de theorie des representations. Le but de ce paragraphe est de 
montrer le resultat suivant, que nous utilisons dans la preuve du theoreme 131 ( iJ6. 3) ). 
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6.2.1. Notations. Soit LcCun corps de nombres stable sous la conjugaison complexe 
et p une place de L. Soit r une representation de Gal (E/E) de dimension d < 3 sur 
Lp, telle qu'il existe un reseau sur stable sous r. Si A designe un tel reseau, on note 
ta la representation sur d'espace A induite par r. 

Proposition 6.2.2. Si r est telle que r c ~ r* , alors elle admet un reseau stable A tel 
que r? ~ r? apres une extension des scalaires ramifiee de degre < 3. 

6.2.3. La preuve de la prop osition 16 . 2 . 2 1 utilise les deux lemmes suivants, pour lesquels 
nous introduisons quelques notations. 

Soient X Pimmeuble de Bruhat-Tits attache a GL3(L^), X Pensemble de ses sommets, 
S la partie de X fixe par r et S = S n X. Rappelons que les points de X correspondent 
aux classes d'homotheties [A] de O^-reseaux A dans L^, et que ceux de S sont les classes 
[A] avec A stable sous r f |Be!2l lemme 3.1.2]). 

Lemme 6.2.4. II existe un automorphisme de complexe polysimplicial b de X, qui laisse 
stable S, et tel que, pour tout [A] G S, I'egalite b([A]) = [A'] implique 

T A - r A'- 

Demonstration — Voir Bel -Che] 7.3.3]. □ 

Lemme 6.2.5. Si r est irreductible et verifie t c ~ r* , alors il existe un point de S fixe 
par b apres une extension des scalaires ramifiee de degre < 3. 

Demonstration - Comme r est irreductible, l'ensemble S est fini d'apres |Bel21 prop. 
3.2.1 et remarque suivante]. Par |B-T| . il existe done une facette F C S telle que 
b(F) = F. L'isobarycentre x de F verifie b(x) = x et il est clair qu'apres une extension 
ramifiee de degre 1 + dimF de L^, on a x G S. □ 

6.2.6. Preuve de la vrovosition \6. 2. H Si r est irreductible, il suffit de combiner les deux 
lemmes ci-dessus. Si r ~ n ® T2, ou t\ et T2 sont irreductibles de dimension 1 et 2 
respectivement, alors on a rf — r* pour i = 1,2 et on est ramene au cas ou r est 
irreductible. Enfin, si r est somme de caracteres, alors S = S est reduit a un seul point 
et le resultat resulte directement du lemme 1^.2.41 

6.3. Preuve du theoreme El 

6.3.1. Representations galoisiennes attachees aux representations automorphes. Soit ir 
une representation automorphe pour G. D'apres les travaux de Rogawski, Blasius et 
Rogawski (cf. |Bla-Rogl th. 1.9.1]), on peut attacher a ir un corps de definition L, et 
un systeme compatible : Gal (E/E) — > GL(M fl ) de representations continues de 
Gal (E/E) de dimension 3 sur L M , fi parcourant l'ensemble des places finies de L, qui 
verifient : 

Pour toute place finie fi de L et toute place finie v de F non ramifiee dans E ou tt 
est non ramifiee, et toute place w de E au-dessus de v, est non ramifiee en w, et le 
polynome caracteristique de ^(Frob^) coincide avec celui de mat,,-^. 
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Fixons dorenavant une place finie p de L. Compte tenu de la forme des matrices de 
Hecke (|3.6.7I et 13, 8|) , il vient facilement que la representation p^ verifient 

Pi - 

Appliquant la proposition 16 . 2 . 2"! et en remplagant event uellement par une extension 
ramifiee de degre < 3, on en deduit qu'il existe un reseau A de , stable sous p M , tel que 
la representation p\ de dimension 3 sur d'espace A induite par p^ verifie p\ — p\- 

6.3.2. (Le lecteur pourra comparer avec |Clo| partie 6].) Choisissons une base de A, ce 
qui nous permet de voir p\ comme un morphisme Gal (E/E) — > GL3(C^) et rappelons 
que 7 est un element d'ordre 2 de Gal (E/F) relevant la conjugaison de Gal(E/F), 
cf. 12.11 Pour toute matrice M de GL3(L^), on pose M* := t M~ 1 . L'existence d'un 
isomorphisme p\ ~ p\, se traduit par celle d'une matrice A G GI^C^) telle que pour 
tout g G Gal (E/E) 

(8) p A ( 1 g 1 ~ 1 )=Ap A ( g yA- 1 . 

Notons H l'image de p\, C le groupe a deux elements {1, c} La relation (JSJ) permet de 
faire agir C sur le sous-groupe H de GL^O / p n ) en faisant operer c par M i— ► AM*A~ 1 . 
On definit H := H x C comme etant le produit semi-direct attache a cette action. 
La relation (jHJ) implique que p\ se prolonge en un morphisme p\: Gal (E/F) — > H en 
posant 

f pk(<t) := p A (a) x 1, a G Gal (E/E) 

\ PA (7) : = 1 * c 

6.3.3. Soit 11 > 1 un entier. Notons if n la reduction de -ff modulo /i ra , c'est-a-dire 
l'image de par le morphisme GL^(0^) — > GL3((D /t //i n ), notons if n le produit semi- 
direct i? n » C et p n : Gal (E/F) — > # n le morphisme de groupes induit par /5a- Soit / la 
caracteristique residuelle de p et u;jn : Gal (E/F) — > (Z/l n Z)* le caractere cyclotomique. 
Comme l'element (1 xi c, —1) de H n x 7L/l n 7L est l'image de 7 par /5 n x uin, le theoreme de 
Cebotarev implique l'existence d'un ensemble de densite analytique strictement positive 
de places v de F telles que p n {Fiob v ) = 1 x c et cjp(Frob^) = —1. Or, toute place v 
de F decomposer dans E verifie Frobi, G Gal(E/E) soit p n (Fvob v ) G GL3(C At / p n ) x 1, 
d'ou l'existence d'un ensemble de densite analytique strictement positive de places v de 
F inertes dans E telles que p n (Frob v ) = 1 x c et u>zn(Frob„) = — 1. 

Soit v une place de cet ensemble et q le cardinal residuel de F v ; verifions que v verifie 
la conclusion du theoreme 01 D'une part, on a Pegalite q + 1 = 0( mod p n ) puisque 
q = u>ioo(Frob v ) = —1 (mod p n ). D'autre part, en notant w la place de E au dessus de 
v, on a Froby, = Frob^, d'ou Pegalite dans GL3(0 At / p n ) 

Pn(FT0b w ) = (p n (Ylob v )f = (1 X cf = 1 = ( 9 1 I , 

ce qui par 13. 71 implique que l'operateur de Hecke T v agit sur tt^ v par q(q 3 + l) (mod /i n ). 
6.4. Applications aux representations endoscopiques non temperees. 
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6.4.1. Rappels. Une representation automorphe pour G est dite endoscopique non temperee 
si elle verifie les proprietes equivalentes suivantes 

(a) ir v est isomorphe a ir n en une place v inerte dans E. 

(b) tt v est isomorphe a ir n en presque toute les places v inertes dans E. 

(b') it v est isomorphe a TT n en presque toute les places v inertes ou tt est non ramifiee. 

(c) II existe deux caracteres de Hecke x et </> de E, verifiant x° = X" 1 e t <P C = <t>~ 1 , 
tels que pour toute place w de E la matrice de Hecke mat w (7r) soit 

ou w w designe une uniformisante de E w . 

(d) tt est non temperee en presque toute place et est de dimension infinie. 
Inequivalence entre (a) et (b) resulte de |Rog3| th. 13.3.6 (c)], l'equivalence entre (b) 

et (c) de Rog2 pages 395-398] ; que (c) implique (d) est clair, car les matrices de Hecke 
des representations 1-dimensionnelles sont de la forme 

diag((/)(w w )\w w \, 4>(w w ), (f)(w w )\w w \~ l ) 



et (d) implique (c) resulte de la classification des ^4-paquets de G rappelee en Rogl , 



2.9], de la construction de la representation galoisienne associee et des conjectures de 
Weil, prouvees par Deligne. 

On conjecture en general que les representations automorphes qui sont temperees en 
presque toutes places le sont partout. Pour G = U(3), nous montrerons ce resultat a 
l'aide du theoreme ^ dans un prochain travail. Sans recourir a ce resultat, convenons 
d'appeler abusivement temperees les representations automorphes qui le sont en presque 
toute place. 

Theoreme 6.4.2. Soit tt une representation automorphe non temperee et L un corps 
de definition pour tt. Pour presque toute place \x de L il existe une representation auto- 
morphe temperee tt' telle que it' = it (mod fi) . 

Demonstration - Le corollaire et le theoreme 01 montrent pour presque toute place 
fx de L, l'existence d'une representation tt', d'une place inerte vo ou it est non ramifiee 
telles que (k' Vo ) Bv ° / et (Tt' Vo ) Kv ° = verifiant tt' = tt (mod ll). 
Reste a montrer qu'on peut imposer que tt' soit temperee. 

La forme des matrices de Hecke interdit que tt' soit de dimension 1, quitte a ex- 
clure encore un nombre fini de Supposons par l'absurde que tt' est endoscopique 
non temperee, et soit x\4>' l es caracteres de Hecke de E attachee a tt' . On a x = x' 
(mod Li),tp' = tp; (mod ll). En particulier, les signes des equations fonctionnelles e(x) 
et e(x') sont les memes (cf. jDelT] ) . D'apres |Rog2:, theoreme 1.2], la multiplicite de tt 
(resp. tt') est donnee par 

m(vr) = 1/2(1 + e( X )(-l) N+de ^ F ) 

(resp. m(vr') = 1/2(1 + e(x')(-l) N ' +dcg(1 F )) ou N (resp. N') est le nombre de places 
inertes ou ramifiees ou tt est du type tt s (cf. loc. cit pour le sens exact de "de type tt sv ). 
En la place Do. on a tt' vq ~ tt s car tt' vq ~ St exclurait que tt' soit endoscopique (cf. |Rog3 ( 
th. 14.6.4]), tandis que -n - ^ ~ tt 11 . Au places v ^ vo, un choix adequat de poids K et du 
type J assure que tt' v de type tt s si et seulement si tt v Test. On a done N 1 = N + 1. Ceci 
exclut que m(7r)m(7r / ) > 1, et cette contradiction prouve le theoreme. □ 
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